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Modelowanie przeplywu w ukladzie
niekoncentrycznych obracajacych si¢
cylindrow metoda elementow brzegowych

1 Wprowadzenie

Przedmiotem opracowania jest modelowanie laminarnego przepltywu cieczy lepkiej
w uktadzie = niewspdtosiowych,  niekoncentrycznie — usytuowanych  cylindréw
pozostajacych we wzajemnym ruchu. Zagadnienie matematycznego modelowania ruchu
cieczy lepkich w ukladach niewspétosiowych cylindréw (Rys. 1) jest interesujace
w aspekcie naukowym jako osobliwa forma przeptywéw Taylora-Couette'a [1, 2] jak
tez niezwykle istotne z inzynierskiego punktu widzenia w teorii smarowania [3]
i konstrukcji $lizgowych hydrodynamicznych tozysk poprzecznych [4], mieszalnikéw
cieczy o réznych wiasciwosciach fizycznych, separatoréw cieczy i frakcji statych etc.
Jakkolwiek przeptyw cieczy lepkiej w przestrzeni migdzy cylindrami (dwoma,
lub ogdlniej wieloma) jest przeptywem przestrzennym, to przy zatozeniu znacznej
dlugosci cylindréw, dostatecznym przyblizeniem jest przyjecie modelu przeptywu
ptaskiego cieczy lepkiej opisanego réwnaniami Naviera-Stokesa i cigglosci dla ptynu
lepkiego, niescisliwego.
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Rys. 1. Przeptyw pomiedzy dwoma wirujgcymi niekoncentrycznymi cylindrami
Fig. 1. Flow between two eccentric rotating cylinders
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Przy pewnych zalozeniach upraszczajacych dotyczacych charakteru ruchu, tj. ruchu
laminarnego cieczy lepkiej, matematyczny opis przeptywu mozna sprowadzi¢
do réwnania Stokesa [5].

2 Matematyczny opis przeptywu. Sformutowanie catkowe

W przypadku ruchu ptaskiego (dwuwymiarowego) catkowe sformutowanie zagadnienia
przeptywowego opisanego réwnaniami  Stokesa  w ukladzie  wspétrzednych
kartezjanskich {x,y} sprowadza si¢ do brzegowego rownania catkowego [6] wzgledem
sktadowych predkos$ci i tensora naprezen lepkich po gtadkim zamknietym brzegu L,
ograniczajacym plaski jednospdjny lub wielospdjny obszar A w postaci:

Gex (@) Gyx(P.@) |[ fr(@) u (p)
dLy =-2mu +
g Gy @) Gy, | fy@ iy (P)
Ney(@P:@) Ny(0@) || u,(q)
+u dL,
L
gdzie:uy,u, sa sktadowymi predkodci ruchu cieczy, e fy sa sktadowymi tensora
naprezen lepkich w plynie, ¢ =vp oznacza dynamiczny wspéiczynnik lepkosci cieczy,
natomiast p=(x,,yp) i q=(xq,)q) oznaczaja odpowiednio punkt zrédtowy i punkt

biezacy catkowania po brzegu L. Rozwigzania podstawowe (jadra catkowe w réwn. (1))
sa odpowiednio réwne:
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gdzie 6 :(x(p)—x(q)) ) Z(y(p)—y(q)) - :\/W
xXpq > Yypq 5 P4 xpq Ypa
oraz:
Nex0@) =T x (0D g + T, (P, D 71yq) -
— — nq =|:I’lxq y nyq:|
Nyy0.@) =Ty 1 x (P, D 11yq + Ty 1, (P 11yq) )
_ _ . d I
Ny (0, @) =Ty (P D 7g + Ty (P, D 71yq) Mg =d_z g =
Nyy (0, @) =Ty y o (P @) 72rq + Ty (P, @) 7)) q q
przy czym:
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8 0q g O 800 Svoa Sy |
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'pq Toq
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W réwnaniu (1) sktadowe predkosci u,.(q), Uy (qQ) sa dane jako sktadowe predkosci
ruchu cieczy: na brzegu Iy =27r| z predkoscia Uy = @ry oraz na brzegu Ly =27r;
z predkoscia ugy = @wory, przy czym L=1L UL, .

Po wyznaczaniu gestosci f,(q), fy (q) na brzegu (L) sktadowe predkosci u, (v), uy(v)
oraz ciSnienie w punktach v={v, v }wobszarze (A) ograniczonym brzegiem
L=1; UL, wyznacza si¢ z zaleznosci:

1
uy(v) = —EI[GXX(V,q)fx @+Gy (v.Q) f) (q)]qu +
L

(2a)

1
+EJ‘|:NXX(V’q)Mx(q)+Nyx(v,q)uy (q)}qu
L qe L;ve A

1
uy(v)= —HJ‘[GX}'(V,q)fx(q) +Gy (v, Q) f, (q)]qu +
L (2b)

1
+EI[N”(V,(1)MX((1)+N”(v,q)uy (q)Jqu
L qe L;ve A

p(v) = —ﬁj.(fx(q)Px (V. @)+ f, (P, (v.q)) dLy +
L

7] _ _
+E J‘”x(Q)(Hxx(Vv(I)nxq +ny (vvq)nyq)qu + (3)
L

+juy (@ (Hy (V@)L +H oy (v, Q)7 ) dLy
L
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gdzie:
) 3,
Pv.@=-2—% | P(vg=-2-12, (3a)
'vq 'vq
2 2
1 d 1 3
Hoy(v@ =4 ——+2—2| | Hy (v, =4 -——+2—-1
'ra pq g 'pq (3b)
Oyva Oy
ny(V,q) = ny(qu) = 8%
'pq
3 Numeryczna realizacja algorytmu obliczeniowego

Dyskretne rozwiazanie réwnan catkowych polega na sprowadzeniu catek do uktadu
algebraicznych réwnan liniowych wzgledem dyskretnych warto$ci niewiadomej funkcji
w obranych punktach (punkty kolokacji) na brzegu rozpatrywanego obszaru.
Najprostsza forma rozwigzania jest podzial brzegu na elementy liniowe, na ktérych
wartos$ci poszukiwanej funkcji w punktach kolokacji tozsamych z punktami centralnymi
elementéw przyjmuje si¢ za state.

Przyjmujac przyblizenie brzegu L=L, UL, J-elementowym ukladem elementow
liniowych EL- ,j=1J (rys.2), na ktérych funkcje [fx(qj) j=LJ
[ fy(q j)l j=1,J wcentralnych punktach elementéw maja stale wartosci, réwnanie
calﬂowe 1) sprowadza si¢ do uktadu 2J algebraicznych réwnan liniowych wzglgdem
zdyskretyzowanych warto$ci rozpatrywanych funkcji:

X 7
A/

u,,

Rys. 2. Dyskretyzacja brzegu obszaru przeptywu pomiedzy wirujgcymi niekoncentrycznymi
cylindrami

Fig. 2. Discretization of the boundaryof the flow between two eccentric rotating
cylinders
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gdzie:
8o Orma:Orpi - Sy Ovpia Ovpi -
Piq;~xpPiq; " xXP;q YPid;"ypid;-ypid
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rPi‘lj ]

Po wyznaczeniu dyskretnych warto$ci [fx (qj)J,jz LJ ., [fy (qj)l,jzl,_J
na brzegu rozpatrywanego obszaru przeptywu L=L UL, wartosci skladowych
predkosei u, (v ), uy(vk) i wartosci ci$nienia w obranych punktach v(k) ={v, Vy }
w obszarze (A) wyznacza si¢ ze zdyskretyzowanych jak wyzej zwigzkow (2a), (2b) i (3).

3 Weryfikacja algorytmu i programu obliczeniowego MEB

Obliczenia problemowego zagadnienia wedle przedstawionego wyzej algorytmu
obliczeniowego zrealizowano przy uzyciu sporzadzonego przez autorOw programu
obliczeniowego w jezyku programowania FORTRAN, udostgpnianego w Centrum
Komputerowych  Sieci Rozlegtych  Politechniki ~ Bialostockiej w  systemie
wielodostepnym na wieloprocesorowym komputerze, przy czym program obliczeniowy
moze by¢ realizowany réwniez na komputerach personalnych.

Podstawowa walidacje algorytmu i programu obliczeniowego przedstawiono
w opracowaniu T. Teleszewski, S.A. Sorko ,,Modelowanie przeptywu Taylora-Couetta
metodg elementéw brzegowych” w odniesieniu do ustalonego ruchu obrotowego dwéch
koncentrycznych cylindréw [8], ktére to zagadnienie ma rozwigzanie teoretyczne
szeroko opisane w literaturze problemu. W niniejszym opracowaniu przedstawiono
analize rozkladu cisnienia w ukladzie dwoéch niekoncentrycznie usytuowanych
nieskonczenie dlugich cylindréw (uproszczony model lozyska hydrodynamicznego
poprzecznego) opisany w literaturze [9, 10]:

HO  sin(@)(2 - £ cos(@))
2 € 2 2
Yo (2-€7)(1-¢ecos())

p=C-6 ®)

gdzie: l//zﬁ/rl, przy czym }_zzrz—rl (Rys. 1), natomiast £ oznacza wzgledng
niekoncentryczno$¢ uktadu cylindréw &£ =e/h , przy czym e jest przesunigciem osi
cylindréw bezwzglednym, C jest stata dobierang z warunkéw ci$nienia minimalnego
w ukladzie nie mogacego by¢ nizszym od ci$nienia otoczenia. Poréwnania dokonano
dla modelu dwéch cylindréw odpowiednio o promieniach: r; =0.05m i r, =0.1m
zlokalizowanych mimosrodowo z przesunigciem e =—0.025, wirujacych odpowiednio
z predko$ciami  kgtowymi @, = -1.0s7! oraz ,H= 005!, pomigdzy ktérymi
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przestrzen jest wypelniona ciecza o lepkosci x4 =0.01Pa-s. W rozpatrywanym
przypadku wzgledny luz osiowy ¥ =1.0 natomiast wzglgdna mimosrodowos¢ £ =0.5.

Na rysunku 3 przedstawiono wykres ci$nienia przy wartosci statej C =0.0, gdzie linia
ciggla obrazuje przebieg rozktadu ci$nienia w przedziale ¢(0.0° —180°), natomiast
punktami zaznaczono wartosci uzyskane metoda elementéw brzegowych, przy podziale
brzegu obszaru odpowiednio na J; =7200 i J, —3600w odniesieniu do elementéw
zewnetrznego i wewnetrznego uktadu cylindréw. Maksymalny blad wzgledny
zdefiniowany jako &p** =|(p® - p" )/ p“|*100% (a-rozw. analityczne, n-rozw. num.)
nie przekroczyt wartosci 0.1% .
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Rys. 3. Rozkiad cisnienia pomiedzy niekoncentrycznymi wirujgcymi cylindrami
Fig. 3. Pressure distribution in the system of two eccentric rotating cylinders

Istotnym testem skutecznos$ci algorytmu numerycznego i poprawno$ci programu
obliczeniowego jest wyznaczenie objetosciowego natezenia przeptywu przez szczeling
pomigdzy obracajacymi si¢ walcami. W literaturze problemu [11], [12], [13]
wyznaczono przeplyw przez szczeling o szerokosci 0z =0.1m w przekroju y=0.0,
w ktérym minimalna i maksymalna odlegto$¢ pomiedzy walcami wynosi odpowiednio:
e~ =0.025 i " =0.075. W rozpatrywanych przekrojach sktadowa predkosci u, =0.0,
wobec czego zagadnienie sprowadza si¢ do scatkowania sktadowej predkosei uy = f(x)
odpowiednio w przedziatach L(e ) =[-0.1<x<-0.925] i L(e")=[0.025< x<0.1].
W opracowaniu [11] przedstawiono rozwigzanie analityczne zagadnienia, natomiast
w opracowaniach [12] i [13] rozwigzanie numeryczne uzyskane metoda rozwigzan
podstawowych) (MRP) przy podziale przedziatu calkowania na 270 elementéw metoda
kwadratur Simpsona oraz metoda elementéw skonczonych (MES) przy podziale
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obszaru catkowania (obszar pomiedzy walcami) odpowiednio na 3000 elementéw
14000 elementéw. Wyniki poréwnania z warto$ciami otrzymanymi metoda elementéw
brzegowych wygenerowanego odpowiednio za pomocg kwadratur Simpsona przy
podziale przedstawionych wyzej parametréw dyskretyzacji powierzchni brzegowe;j
walcow i podziale przedziatéw catkowania L(e ™) odpowiednio na 25 i 50 elementéw
oraz L(e*)na 75 i 150 elementéw SL(e”) = L(e")=1.0x107> /1.0x10~*. W tabeli 1
zestawiono wyniki obliczen poszczegélnymi metodami i zestawienie bledu wzglednego
poszczegdlnych rozwigzan numerycznych w odniesieniu do warto$ci otrzymanych
z rozwigzania analitycznego.

Tab. 1. Zestawienie wartosci masowego natezenia przeptywu (q) w przeptywie miedzy

dwoma niekoncentrycznymi wirujgcymi cylindrami

Tab. 1. Tabulation of the volumetric flow rate (q) of the flow between eccentric
rotating cylinders

Parametr | Rozwigzanie Metoda Btad metody
testowy | analityczne numeryczna numerycznej
[11] MRP 270 el.[12] dq [%]
q(e) -0.17671 -0.17688 0.096
qle+) 0.17671 0.17706 0.198
MES 3000el. [13] dq [%]
q(e) -0.17671 -0.17649 0.124
qle+) 0.17671 0.17632 0.221
MES 4000el. [13] 8q [%]
q(e) -0.17671 -0.17659 0.068
qle+) 0.17671 0.17637 0.192
MEB el. 1.0x10° | 8¢ [%]
q(e) -0.17671 -0.17675 0.023
gle+) 0.17671 0.17675 0.023
MEB el. 1.0x10* | 8¢ [%]
q(e) -0.17671 -0.17670 0.005
gle+) 0.17671 0.17669 0.011

Na rysunkach 4a, 4b przedstawiono pola predkosci sktadowych predkosci.

Na rysunku 5a wykreslono linie pradu. Na rysunku 5b zaprezentowano funkcje pradu.
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Rys. 4. Sktadowe pola predkosci w przeptywie Stokesa pomiedgy wirujgcymi
niekoncentrycznie usytuowanymi cylindrami a) “* b)

Fig.4. Velocity components of Stokes flow between rotating two eccentric cylinders
a) u, b) uy,

(a) (b)
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Rys. 5. Przeptyw Stokesa pomiedzy niekoncentrycznymi wirujgcymi cylindrami: a) linie
pradu, b) potencjat prqdu

Fig.5. Stokes flow between two eccentric rotating cylinders:a) streamline, b) stream
function

4 Przyktady obliczeniowe

Jako przyklad zastosowania metody elementéw brzegowych do wyznaczania
przeptywow Taylora przedstawiono rezultaty obliczen przeptywu pomigdzy trzema nie-
koncentrycznymi walcami: 5 =0.025m,r,,, =0.050 m,r, =0.075m , r,=0.100 m
wirujacymi z predko$ciami katowymi: @ =1.00 s, @, =-1.00 s w5 =0.00 st
(Rys. 6). Przy przyjetych jak wyzej promieniach cylindréw h, =n,, —1 =0.025m
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hyy =ry—r,, =0.025m i zalozonej niekoncentrycznosci ey =ey3 =0.0125m okresla
si¢ niekoncentrycznos¢ bezwzgledng jako &, =&,3 =0.5 Lepkos¢ ptynu przyjeto jak
w wyzej rozwazanym przypadku g =0.01Pa-s, przy czym prezentowana metoda
obliczeniowa umozliwia symulacj¢ i wyznaczenie przeptywu przy réznych gesto$ciach
cieczy w poszczegdlnych przestrzeniach miedzycylindrycznych.

e
g,/v,?z
!

5

)

\S2__

—<- =€

— >
Rys.6. Szkic przyktadowej konfiguracji trzech niekoncentrycznych cylindrow

Fig.6. Sketch of the example-configuration of three eccentric cylinders
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B KT R 101955

Rys. 7. Sktadowe predkosci w przyktadowym przeplywie: a) sktadowa y,. b) sktadowa u,
Fig 7. Velocity component: of the example flow y ., b) u,,

Na rysunkach 7a, 7b wykre$lono skladowe pola predkosci przeptywu migdzy trzema
walcami: u, (Rys. 7a) i uy (Rys. 7b). Na rysunku 8a przedstawiono linie pradu
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z zaznaczonymi zwrotami przeplywu, natomiast na rysunku 8b funkcje¢ pradu
analizowanego przeptywu.

0.10

0.05 -

0.00

-0.05

B 1—% 10 -0.05 0.00 0.05 0.10

Rys.8. Przeptyw w uktadzie trzech wirujgcych niekoncentrycznych cylindrow: a) linie
pradu, b) potencjat pradu

Fig. 8. Flow in the system of three rotating not concentric cylinders: a) streamline
of the flow, b) the normalized potential of the flow

5 Podsumowanie

W prezentowanym wyzej opracowaniu wykazano uzyteczno$¢ metody brzegowych
réwnan catkowych do rozwigzywania zagadnien opisanych réwnaniami Stokes'a,
w analizowanym przypadku do wyznaczania ptaskiego przeptywu cieczy lepkiej
w uktadzie niekoncentrycznie usytuowanych powierzchni cylindrycznych wirujacych
z réznymi predkos$ciami katowymi, sprowadzonym do analizy przeptywu rotacyjnego
cieczy lepkiej w plaszczyznie prostopadiej do osi cylindréw.

Wyznaczenie oporéw ruchu uktadu niekoncentrycznych cylindréw pozostajacych we
wzajemnym ruch obrotowym jest niezwykle wazne w konstrukcji poprzecznych tozysk
hydrodynamicznych, dla ktérych przedstawiony wyzej model przeptywu i jego
matematyczny opis jest wystarczajaco doktadny [10]. Metoda brzegowych réwnan
catkowych w zastosowaniu do analizy ptaskich przeptywow cieczy lepkiej w uktadach
wielu cylindréw niekoncentrycznych stwarza szerokie mozliwo$ci modelowania
geometrycznych parametrow rozpatrywanych struktur i daje swobod¢ modelowania
cech fizycznych cieczy w sensie mozliwosci zréznicowania lepkoSci cieczy
w poszczegélnych ~ obszarach, bez  konieczno$ci  rozwigzan  czastkowych
sprowadzajacych si¢ do analizy odrgbnych uktadéw dwoéch cylindréw.
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Streszczenie

W opracowaniu przedstawiono algorytm rozwigzania zagadnienia przeptywowego
ptaskiego, laminarnego ruchu cieczy lepkiej pomigedzy niekoncentrycznymi wirujagcymi
cylindrami. Przedstawiono matematyczny opis zagadnienia przeptywowego i metode
wyznaczania pola predkosci cieczy i pola ci$nienia oraz naprezen lepkosciowych
na $ciankach struktur ograniczajacych przeptyw.

Stowa kluczowe: przeptyw Taylora-Couetta, metoda elementéw brzegowych, przeptyw
Stokesa, tozysko §lizgowe

The modeling of the flow in system
of eccentric rotating cylinders
with the Boundary Elements Method

Summary

In the elaboration was presented the algorithm of solution of the problem
of two dimensional, laminar flow of viscous fluid between eccentric rotating cylinders.
The problem was formulated and solved by using Boundary Element Method.
One introduced the mathematical description of the problem of flow and the method
of calculating of the velocity and pressure fields, also tensions on sides of structures
restrictive the flow.

Keywords: Taylor-Couette flow, boundary element method, Stokes flow, slide bearing
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