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Wyznaczanie gestosci strumienia ciepta
konwekcji wymuszonej w przeplywie
laminarnym w przewodach prostoosiowych
metoda elementé6w brzegowych

1 Wstep

W wielu zagadnieniach inzynierskich przedmiotem analizy prowadzacej do technicznej
optymalizacji urzadzen i systemow przeplywowych sa zagadnienia przepltywu z
wymiang ciepta w ukladach przewodéw [1]. Szczegdlne znaczenie maja symulacje
przeptywu i wymiany ciepta w mikrokanatach stosowanych w mikrowymiennikach
ciepta (rys.1) [2]. W pracy przedstawiono algorytm metody elementéw brzegowych
(MEB) wyznaczania rozktadéw gestosci strumienia ciepta w przeptywie laminarnym w
przewodach prostoosiowych przy statej wzdtuz osi przewodu gesto$ci strumienia ciepla.

Rys. 1. Przyktad mikrowymiennika ztozonego z przewodow prostoosiowych o przekroju
szesciokgta [2]

Fig. 1. Applications of hexagonal shapes in heat exchange devices [2]

Przeptyw newtonowskiego plynu rzeczywistego jest opisany ukladem réwnan
rézniczkowych wynikajacych z zasad zachowania masy, momentu pedu i energii [3]:

Vu=0, M
Ju 2 — — 1
—+@-VYu=vVu-p ; p=—Vp-pg, (@)
ot p
a—T+uVT:ocV2T+ T-Vu, 3)
ot pc
gdzie: u oznacza predkos$¢ przeptywu, p — ci$nienie, g — przys$pieszenie ziemskie, p
jest gestoscia cieczy, Vv — lepkoscia plynu, ¢ p — cieplem wlasciwym,

o — wspotczynnikiem przejmowania ciepla pomigdzy $cianka i plynem, natomiast T
oznacza tensor napr¢zen lepkich w ptynie.

W  przypadku stacjonarnego, w pelni rozwinigtego laminarnego przepltywu
jednokierunkowego w przewodach prostoosiowych, gdzie (sktadowe u, =0, u, = 0)

143



Tomasz Janusz TELESZEWSKI

przy zalozeniu stalej gesto$ci strumienia ciepla i zaniedbaniu energii dyssypacji
réwnania (2) i (3) ulegaja uproszczeniu (rys. 2) [3]:

Rys. 2. Jednokierunkowy przeptyw przez przewdd prostoosiowy o dowolnym przekroju
poprzecznym

Fig. 2. Unidirectional flow through a pipe of an arbitrary cross-section shape

2 2
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z warunkiem brzegowym wynikajagcym z zatozenia o braku poslizgu na $ciankach
materialnych w ruchu cieczy lepkie;j:

uz|L =0 (4a)

oraz:

’T 3’T) 1 oT 1
VZT:(ax—2+ay—2J=aATZuZ s ATzz(a—ij—zqzzconst, (®)]

gdzie: p jest lepkos$cia dynamiczng, o — wspdtczynnikiem przejmowania ciepla
pomigdzy $cianka i1 ptynem, A —przewodnos$cia cieplng ptynu, z warunkiem
brzegowym wynikajacym z zalozenia przeptywu izotermicznego:

T

5 =¢q, =0, g, jest strumieniem ciepla przenikajacym przez $cianke, (5a)
n

N

i warunkiem brzegowym opisujacym warto$¢ temperatury na $ciance:
T|s =T. (5b)

Gestos¢ strumienia ciepta w strumieniu cieczy opisuja zwiazki [4]:

[2 2 . _ oT . _ oT
q= Qx+‘Iy ,gleC. qx__}"g s qy__}"a_y' (6)
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Rozwigzanie sformulowanego wyzej zagadnienia obliczeniowego przy uzyciu metody
elementéw brzegowych polega na sprowadzeniu zagadnienia opisanego réwnaniem
rézniczkowym (4), opisujacym rozklad predkosci w obszarze przeptywu, z warunkiem
brzegowym (4a) oraz réwnaniem rézniczkowym (5), opisujacym rozklad temperatury
w obszarze przeplywu, z warunkami brzegowymi (5a) i (5b) do réwnan catkowych
rozwigzywanych dalej dyskretnie.

Rozwigzanie sformutowanego wyzej zagadnienia brzegowego dla réwnania Poissona
(4) realizuje si¢ przez rozlozenie predkosci u, =u,(x,y) na sktadowa jednorodng
u, =u,(x,y), ktéra spetnia réwnanie Laplace'a, oraz niejednorodng u, =i, (x,y),
spelniajacg réwnanie Poissona:
w, =i, +i,, @
przy czym sktadowe te spetniaja odpowiednio réwnania:
2 -
Vi, =0 ;U (x,y) > V(x,y)e AUL, (7a)

VzﬂZ:—AP ; ﬂz(x,y)—)V(x,y)eAUL_ (7b)

Sktadowa niejednorodna mozna przedstawi¢ w postaci:

i, =—APv, 8
przy czym funkcja v="v(x,y) jest dowolnie wybrang funkcja spetniajaca réwnanie
Poissona V2v = Lu(x,y) > V(x,y)e AUL w obszarze (A).

2 Catkowe sformutowanie zagadnienia obliczeniowego

Calkujac réwnanie (7) w obszarze (A) i sprowadzajac zagadnienie do warto$ci
brzegowych, otrzymuje si¢ réwnanie catkowe wzgledem normalnej pochodnej

sktadowej jednorodnej predkosci g(q) = w na brzegu (L) w postaci (rys. 2):
n,
q
_ 1
Ig(q)G(p,q)qu =AP —Ev(p)+fv (@E(p.q)dLy, (C))
L L P.qe L

gdzie p(xp,yp) 1 q(xg,yq) sa odpowiednio punktem ustalonym i punktem biezacym
calkowania, a funkcja Greena G(p,q) i funkcja Neumanna E(p,q) sa rozwigzaniami
podstawowymi rozwigzaniem réwnania Laplace'a [5,6,7]:

1 1 [
G(p’ q) =—1In {_] s rpq = |P —CI| = (Squ )2 + (Squ )2 > (93-)

21 n Pq

IG(P,q) _ 1 Spqltyq +dpging 9b)
Bnq 21 rpzq

Ep.q) =
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gdzie: &y =(xp —Xq) i 8Vpq =0p —Vg) > ng = |:nxq’nyq:| = Ez:,gzﬂ ., Jest
wektorem normalnym do brzegu (L) w punkcie q(xq,y,). Catka po prawej stronie
w réwnaniu (9) jest rozumiana w sensie warto$ci gtéwnej Cauchy'ego.

Po rozwigzaniu réwnania (9) wartosci funkcji i, (v) w punktach v(x,,y,) wewnatrz
obszaru ( A) s3 wyznaczane z zaleznoSci:

u (V) =—I g@G(v.q)dLy +APJ‘D(q)E(V,q) dL, (10)
1 L ve A;qe L

Catkowe sformulowanie zagadnienia opisanego réwnaniem rézniczkowym (5)
z fizycznymi warunkami brzegowymi (5a) i (5b) w obszarze ptaskim (A), ograniczonym
ciggtym brzegiem (L=LrULp), na ktérym na czesci brzegu Ly jest zadana
temperatura T, (p), a na dopelniajacej czeSci brzegu Ly jest zadany strumien ciepta
q,(p) , opisuje réwnanie:

—%T(p)+ j T(q)E(p.q)dLy -1 j 9(q)G(p.q)dLy =

A
Lt LQ

1 an

=— | T,(@E(P.qdL, | % (@G, q)dLy + | | ¥(VIG(p,V)dA,

Lo Ly A
p.qe L;ve A
gdzie:

Y(v)= éATz“z(V) . (11a)

Po wyznaczeniu brzegowych wartodci gestosci funkcji 7'(q) i ¢g(q) temperature

w obszarze (A) wyznacza si¢ ze zwigzku catkowego:

1
T(v)= IT(q)E(V,Q)qu —IJ‘Q(Q)G(V,(D dLy - ““P(W)G(V’ W)dAy, (12)
L A

L
qe L;v=we A

Sktadowe strumienia ciepla w wewnetrznych punktach v=v(x,y) obszaru (A)
w kierunku x i y s3 odpowiednio réwne:
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B oT(v)
x(V)=—A o
. . . (13a)
= KJ‘T(q)Ex(V,q) dLy —Iq(q)Gx(V,q)qu _J‘J-T(W)Gx(v’w)dl\w
L L A
_ L, 0T(v) _
Qy (V) - 7\' ay -
= _[ T(Q)E, (v,q)dLy —qu)c;; (v,q)dly - I J\P(w)Gi (V. W)dA,, (13b)
L L A
gdzie:
Giv= [@J L E(.9)= [aE(V"“j
x )y ox )
. 9G(v,q) R OE(v,q) '
Gy(vvq):[TqJ s Ey(vvq):( ayq J (130)
v v

3 Weryfikacja algorytmu MEB

Dogodnym modelem do weryfikacji sformulowanego wyzej zagadnienia
przeptywowego jest przeptyw laminarny cieczy lepkiej w przewodzie o kolowym
ksztalcie przekroju poprzecznego, opisany rownaniem Hagena-Poiseulle'a.

Profil predkosci przeplywu w przewodzie o promieniu R jest opisany zaleznoscia [8, 9]:

2
duz(r)zird—pdr—)uz(r)zg(Rz—r2) uzm=—ApR . (14)
2u dz 4u 8u
Rozktad temperatury w strumieniu ptynu opisany jest réwnaniem:
d dT(r) 1
—|r =——ATru,(r) , 15
dr ( dr j o () (1)
gdzie:
Ap = Api_» przy czym Ap_, oznacza spadek ciSnienia
P = Azy_y > naodcinku Az_, przewodu (152)
_ AT, przy czym AT;_, oznzacza réznic¢ temperatury
r= Azi_, > naodcinku Az_, przewodu (15b)
ktérego catkowanie prowadzi ostatecznie do zwigzkéw opisujacych:
- strumien ciepta:
r2
q(r):pcpATzuzmr 1_W , (16a)
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- temperature;:

(16b)

4R? 4

T(r) =T, +LATZuZm r?
4o

o 3R? ]
Na rysunku 3 przedstawiono wykresy rozktadéw predkosci (rys. 3a), temperatury
(rys. 3b), 1 strumienia ciepta (rys. 3c) przeptywu w przewodzie o $rednicy d =0.05m
przy wymuszeniu  =96000.5 (s-m)_1 i gradiencie temperatury AT, :O.IOC/m.
Dane materialowe ptynu: gliceryna, gestos¢ p =1260.0 kg / m’, dynamiczny
wspotczynnik  lepkosci  w=1490.0Pa-s, wspdtczynnik przewodzenia ciepta
A=0281W/(m-K), cieplo wiasciwe ¢, =2430.0J/(kg-K). Na wykresach
zaprezentowano stopien zgodnosci rozwigzania analitycznego opisanego zalezno$ciami
(15), (16a), (16b) z rozwigzaniem numerycznym metodg elementéw brzegowych.

(a) (b)
r[m]
0.025 0.025
r[m]
0.020 \\\\ 0.020
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e MEB
0.005 \ 0.005 * MEB -
0
0.000 e [m/s] 0.000 T‘[ cl
8 & I 2 8 8 3 8 B 8 3 8
< g 8 5 S s ® & o5 o & o
o o o o o -
(o)
0.025 :
r{m] \
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e
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/
0.005
g qW/m*]
o o =] o o o

Rys. 3. Porownanie rezultatow obliczen MEB 7 rozwigzaniem analitycznym — przeptyw
w przewodzie o przekroju kotowym: (a) rozktad predkosci; (b) wykres
temperatury; (c) wykres strumienia ciepta

Fig. 3. Comparison the BEM and analytical solutions of the flow in the pipe
of the circular shape of the cross-section: (a) velocity profile;

(b) temperature distribution; (c) heat flux
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Biad numerycznego rozwigzania wzgledem poszukiwanych funkcji: profilu predkosci
u,(x,y), rozkladu temperatury T(x,y) i rozkladu strumienia ciepta ¢(x,y)
zdefiniowano jako réznice wartosci funkcji opisanej wzorem analitycznym f¢
i funkcji wartoéci funkcji wyznaczonej w rezultacie numerycznego rozwigzania f”
odniesione do warto$ci rozwigzania analitycznego (blad wzgledny):

o =|(r "~ "/ 4| 100% . a7

Blad numerycznego rozwigzania w analizowanym zadaniu testowym przy podziale
obwodu okregu R =0.025m na J = 180 elementow liniowych L; = 2nR/J o lacznej
diugosci XL; =0.157072m generujagcym btad wzgledny przybliZenia linii brzegowej
8, =0.01% w odniesieniu do profilu predkosci opisanego zaleznoscig (15) jest
mniejszy niz 0.01% i odpowiednio w odniesieniu do temperatury i strumienia ciepta
opisanych zaleznosciami (16a), (16b) jest mniejszy niz 0.02%.

4 Przyktad obliczeniowy

Nizej zaprezentowano przyklad zastosowania przedstawionego algorytmu
obliczeniowego wyznaczania ruchu cieczy lepkiej, w tym pola predkosci, pola
temperatury, strumienia ciepla i jego skltadowych kierunkowych w przewodzie
profilowanym.

Dokonano obliczen laminarnego przeptywu gliceryny (gestos¢ p =1261.08 kg/ m’ ;
lepko$¢ dynamiczna p=1499Pa-s w temperaturze 20 °C) przy wymuszeniu
50=1.0><105 (Svrn)71 i wzdluznym gradiencie temperatury AT, =0.1°C/m
w profilowanym przewodzie (kanale zamknigtym, calkowicie wypelnionym ciecza,
o geometrii jak na rys. 4) radiatora cieczowego.

20mm

10mm

Rys. 4. Geometria profilowanego przewodu przeptywowego radiatora cieczowego
Fig. 4. Geometry of the profiled cross-section of the fluid flow radiator pipe

Na rysunku 5 przedstawiono wykresy pola predkosci ruchu cieczy.
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Rys. 5. Przeptyw przez profilowany przewod wymiennika ciepta - rozktad predkosci

Fig. 5. Flow through profiled pipe of heat exchanger - profile of the velocity at
cross-section plane of the pipe

Na rysunku 6 przedstawiono wykresy pola temperatury i kierunkowych sktadowych
strumienia ciepta, natomiast na rysunku 7 strumien ciepta.
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Rys. 6. Przeptyw przez profilowany przewod wymiennika ciepta - rozktad temperatury

sktadowej strumienia ciepta

Fig. 6. Flow through profiled pipe of heat exchanger - profile of the temperature
at cross-section plane of the pipe and components of the heat flux at cross-

section plane of the pipe
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Rys. 7. Przeptyw przez profilowany przewod wymiennika ciepla -- strumien ciepta
w przekroju poprzecznym przewodu

Fig. 7. Flow through profiled pipe of heat exchanger - profile of the heat flux at
cross-section plane of the pipe

5 Podsumowanie

Prezentowany algorytm symulacji pdl temperatury i gestosci strumienia ciepta
w laminarnym jednokierunkowym przeptywie pozwala w sposéb wydajny modelowac
zjawiska cieplno - przeptywowe w warunkach konwekcji wymuszonej. Uzycie metody
brzegowych réwnan catkowych do analizy zagadnien przeptywowych i cieplnych
pozwala na modelowanie i symulacj¢ zlozonych przeptywéw z udzialem wymiany
ciepta w przewodach i kanalach o rdéznorakich ksztattach geometrycznych.
Rozwigzywanie zagadnien cieplno - przeptywowych w zakresie rozwigzan dyskretnych
w praktyce inzynierskiej realizuje si¢ przede wszystkim przy zastosowaniu metod
réznic skonczonych ielementéw skonczonych. W tej dziedzinie metoda elementéw
brzegowych MEB (metoda brzegowych réwnan catkowych) stanowi istotng alternatywe
z uwagi na mozliwosci konstruowania prostych algorytméw obliczeniowych dla
dowolnych ksztattéw przekrojéw poprzecznych przewodéw 1 kanatéw, przy
jednoczesnym sprowadzeniu zagadnienia obliczeniowego do zagadnienia brzegowego
w sensie matematycznym. Rozwigzania dyskretne tak sformutowanych zagadnien
brzegowych polegajg na rozwiazywaniu uktadéw algebraicznych réwnan liniowych
o liczebno$ci réwnej liczbie elementéw dyskretyzujacych brzeg rozpatrywanego
obszaru, a nie liczbie weztow siatki obliczeniowej generowanej w analizowanym
obszarze, jak ma to miejsce w metodach siatkowych MRS i MES.
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Streszczenie

W pracy przedstawiono algorytm MEB do analizy pdl temperatury i ggstosci strumienia
ciepla przy przeptywie laminarnym z wymiang ciepla w przewodach prostoosiowych
o dowolnym ksztalcie przekroju poprzecznego. Zaprezentowano sformutowanie
zagadnienia przy uzyciu metody elementéw brzegowych do opisu przeptywu i wymiany
ciepta w przeptywie jednokierunkowym przez przewdd o dowolnym ksztalcie przekroju
poprzecznego. Przedstawiono graficzne rezultaty obliczen przeptywu z udzialem
konwekcji wymuszonej w profilowanym przewodzie prostoosiowym.

Stowa kluczowe: metoda elementéw brzegowych, laminarny przeptyw
jednokierunkowy, strumien ciepta, konwekcja

Determination of heat flux density of forced
convection flows through straight pipes
by the Boundary Element Method

Summary

The paper presents the numerical application Boundary Element Method to analyze
the temperature and heat flux density distribution of forced convection laminar flows
through straight pipes with arbitrary cross-section shapes. Integral formulations
the problems of the fluid flow and heat exchange for the case of the laminar
unidirectional flow with heat transfer was presented. Moreover graphical results
of the numerical calculations the velocity, temperature and heat flux of laminar flow
in the profiled straight pipe were presented

Keywords: boundary element method, forced convection, laminar unidirectional flow,
heat flux, convection

Opracowanie zrealizowano w ramach pracy statutowej nr S/WBiIS/4/2014.
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